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前情提要

日常语言中的逻辑词

命题逻辑的形式语言

公式的定义（递归定义）

形式语言与元语言

构造树与括号的使用



前情提要

命题逻辑的语义

命题逻辑中，命题的语义只有真假

命题逻辑的一个语义情形：对原子命题的赋值函数

连接词的语义：如何得到复合命题真假的规则



命题逻辑的语义

真值表 （truth table）

φ ¬φ

1 0

0 1



命题逻辑的语义

真值表 （truth table）

φ ψ φ ∧ ψ φ ∨ ψ φ→ ψ φ↔ ψ

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1



实质蕴涵

注意：根据上述真值表对 φ→ ψ 的解释，只要 φ 为假或 ψ

为真的时候，φ→ ψ 就为真。“→”的这种语义被称作 实质

蕴涵 （material implication）

例

向西航行能够到达印度 → 地球是圆的

纳粹赢得了二战 → 所有人都会开心
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为真的时候，φ→ ψ 就为真。“→”的这种语义被称作 实质
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实质蕴涵

注意：根据上述真值表对 φ→ ψ 的解释，只要 φ 为假或 ψ

为真的时候，φ→ ψ 就为真。“→”的这种语义被称作 实质

蕴涵 （material implication）

例

向西航行不能到达印度 → 地球是圆的

纳粹赢得了二战 → 所有人都会开心



实质蕴涵

注意：根据上述真值表对 φ→ ψ 的解释，只要 φ 为假或 ψ

为真的时候，φ→ ψ 就为真。“→”的这种语义被称作 实质

蕴涵 （material implication）

例

向西航行不能到达印度 → 地球是圆的

纳粹赢得了二战 → 所有人都会开心



实质蕴涵

在命题逻辑的语义中，我们只关心真假

φ ψ φ→ ψ

1 1 1

1 0 0

0 1 ？

0 0 ？



实质蕴涵

在命题逻辑的语义中，我们只关心真假

φ ψ φ→ ψ

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0



实质蕴涵

在命题逻辑的语义中，我们只关心真假

φ ψ φ→ ψ

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1



实质蕴涵

在命题逻辑的语义中，我们只关心真假

φ ψ φ→ ψ

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 0



实质蕴涵

在命题逻辑的语义中，我们只关心真假

φ ψ φ→ ψ

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1



实质蕴涵

例

任给一个数，如果它大于 3，那么它大于 2

如果我当上总统，那么我一天内就可以结束俄乌冲突

如果 xxx, 我就捐 5kw



实质蕴涵

例

任给一个数，如果它大于 3，那么它大于 2

如果我当上总统，那么我一天内就可以结束俄乌冲突

如果 xxx, 我就捐 5kw



实质蕴涵

例

任给一个数，如果它大于 3，那么它大于 2

如果我当上总统，那么我一天内就可以结束俄乌冲突

如果 xxx, 我就捐 5kw



实质蕴涵

例

任给一个数，如果它大于 3，那么它大于 2

如果我当上总统，那么我一天内就可以结束俄乌冲突

如果中国队能进世界杯 16 强，我给全班 A



实质蕴涵

例 (“哥德巴赫猜想”)

This is a number theory question. If 87920384487 is prime,
then Goldbach conjecture holds. Is this true?

Qwen3-Max

Deepseek V3.2

https://chat.qwen.ai/s/2bd89740-0f8b-4c70-a6a7-6321a54304bf?fev=0.0.222
https://chat.deepseek.com/share/7a1ngzemqai6src7cq


“哥德巴赫猜想”– Gemini 2.5 Pro



“哥德巴赫猜想”– ChatGPT



“哥德巴赫猜想”– Grok



实质蕴涵

例 (“哥德巴赫猜想”)

This is a number theory question. If 87920384487 is prime,
then Goldbach conjecture holds. Is this true?

提交形式化：https://www.logicbench.cn/

https://www.logicbench.cn/


利用真值表计算

真值表告诉我们，给定基本命题的真值，如何递归地计算

复杂公式的真值(¬(p ∨ q)
)→ r 1

r 0¬(p ∨ q) 0

p ∨ q 1

q 1p 1

(
(¬p) ∨ q

)→ r 0

r 0(¬p) ∨ q 1

q 1¬p 0

p 1



利用真值表计算

真值表告诉我们，给定基本命题的真值，如何递归地计算
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利用真值表计算

真值表告诉我们，给定基本命题的真值，如何递归地计算

复杂公式的真值(¬(p ∨ q)
)→ r 1

r 0¬(p ∨ q) 0

p ∨ q 1

q 1p 1

(
(¬p) ∨ q

)→ r 0

r 0(¬p) ∨ q 1

q 1¬p 0

p 1



利用真值表计算

真值表告诉我们，给定基本命题的真值，如何递归地计算

复杂公式的真值(¬(p ∨ q)
)→ r 1

r 0¬(p ∨ q) 0

p ∨ q 1

q 1p 1

(
(¬p) ∨ q

)→ r 0

r 0(¬p) ∨ q 1

q 1¬p 0

p 1



利用真值表计算

p q r
(¬(p ∨ q)

)→ r
(
(¬p) ∨ q

)→ r

1 1 1 1 1

1 1 0 1 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

0 1 0 1 0

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0



利用真值表计算

p q r
(¬(p ∨ q)

)→ r
(
(¬p) ∨ q

)→ r

1 1 1 1 1

1 1 0 1 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

0 1 0 1 0

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0



利用真值表计算

回忆：一个命题逻辑的 语义情形 是一个函数 V。例如：

V(p) = 1, V(q) = 1, V(r) = 0

根据真值表，我们可以把 V 扩张为对任意只含有命题符号

p, q, r 的公式的赋值，例如：

V(
(¬(p ∨ q)

)→ r) = 1

V(
(
(¬p) ∨ q

)→ r) = 0



利用真值表计算

回忆：一个命题逻辑的 语义情形 是一个函数 V110。例如：

V110(p) = 1, V110(q) = 1, V110(r) = 0

根据真值表，我们可以把 V 扩张为对任意只含有命题符号

p, q, r 的公式的赋值，例如：

V110(
(¬(p ∨ q)

)→ r) = 1

V110(
(
(¬p) ∨ q

)→ r) = 0



命题逻辑的有效推理

定义

任给命题逻辑公式 φ1, . . . , φn 和 ψ，我们说 φ1, . . . , φn 到 ψ

的推理是有效的 或 ψ 是 φ1, . . . , φn 的（有效）推

论 （consequence），当且仅当对任意赋值函数 V，若

V(φ1) = · · · = V(φn) = 1，则 V(ψ) = 1。

此时，我们记

φ1, . . . , φn ⊨ ψ



命题逻辑的有效推理

定义

任给命题逻辑公式 φ1, . . . , φn 和 ψ，我们说 φ1, . . . , φn 到 ψ

的推理是有效的 或 ψ 是 φ1, . . . , φn 的（有效）推

论（consequence），当且仅当对关于 φ1, . . . , φn 和 ψ 中出现

命题符号的任意赋值函数 V，若 V(φ1) = · · · = V(φn) = 1，

则 V(ψ) = 1。

此时，我们记

φ1, . . . , φn ⊨ ψ



命题逻辑的有效推理

定义

任给命题逻辑公式 φ1, . . . , φn 和 ψ，我们说 φ1, . . . , φn 到 ψ

的推理是有效的 或 ψ 是 φ1, . . . , φn 的（有效）推

论（consequence），当且仅当对关于 φ1, . . . , φn 和 ψ 中出现

命题符号的任意赋值函数 V，若 V(φ1) = · · · = V(φn) = 1，

则 V(ψ) = 1。此时，我们记

φ1, . . . , φn ⊨ ψ



命题逻辑的有效推理

我们可以利用真值表来检查一个推理是否有效。

例

φ→ ψ,¬ψ ⊨ ¬φ

φ ψ φ→ ψ ¬ψ ¬φ

1 1 1 0 0

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

0 0 1 1 1
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命题逻辑的有效推理

我们可以利用真值表来检查一个推理是否有效。

例

φ→ ψ,¬φ ⊨ ¬ψ

φ ψ φ→ ψ ¬φ ¬ψ

1 1 1 0 0

1 0 0 0 1

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1



命题逻辑的有效推理

我们可以利用真值表来检查一个推理是否有效。

例

φ→ ψ,¬φ ⊨ ¬ψ

φ ψ φ→ ψ ¬φ ¬ψ

1 1 1 0 0

1 0 0 0 1

0 1 1 1 0

0 0 1 1 1



命题逻辑的有效推理

有效推理有一个对偶的概念： 可满足性

定义

我们称一集命题逻辑公式 {φ1, . . . , φn} 是 可满足

的 （satisfiable），当且仅当存在一个赋值函数（语义情形）
V，使得每个 V(φi) = 1（i = 1, . . . , n）



命题逻辑的有效推理

不难看出，

φ1, . . . , φn ⊨ ψ

当且仅当

{φ1, . . . , φn,¬ψ}

不是可满足的



重言式

定义

我们用 ⊨ φ 表示 空集 ∅ ⊨ φ，也即 {¬φ} 不可满足。此时，

我没也称 φ 是 重言式 （tautology）。



重言式

例 (几则常见的重言式)

¬(φ ∧ ¬φ) （非）矛盾律

φ ∨ ¬φ 排中律

¬¬φ↔ φ 双重否定



重言式

例 (几则常见的重言式)

¬(φ ∨ ψ)↔ (¬φ ∧ ¬ψ) 德摩根律

¬(φ ∧ ψ)↔ (¬φ ∨ ¬ψ) （De Morgan laws）(
φ ∧ (ψ ∨ χ)

)↔ ((φ ∧ ψ) ∨ (φ ∧ χ)
)(

φ ∨ (ψ ∧ χ)
)↔ ((φ ∨ ψ) ∧ (φ ∨ χ)

)
分配律



重言式

根据定义不难看出，所有有效的推理可以被“编码”为重

言式

事实

任给公式 φ1, . . . , φn 和 ψ，

φ1, . . . , φn ⊨ ψ ⇔ (φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ ψ 是重言式



翻译与形式化

四川麻将与和牌

背景：在一局四川麻将中，有条、万、筒三种牌型，当手中

的牌为 (abc)*x+(aaa)*y+(aa)*1，x�0，y�0，x+y=4，且手
牌中最多有两个牌型时即为胡牌。特别说明：杠虽有四张

但实际上属于 aaa, 即视为三张。



翻译与形式化

四川麻将与和牌

问题：在一局四人麻将中，你的手牌为“幺鸡、二条、三条、

七条、八条、九条、四筒、五筒、五筒、五筒、六筒、七筒、

八筒”，且本局你没有碰、杠。你摸到一张一万后还剩 3 张
牌没有被摸，已知你的上家碰了六筒，杠了九筒和三筒，

牌池中中有 3 张四筒、1 张五筒，请问在什么情况下你能
胡牌？



翻译与形式化

四川麻将与和牌——一个形式化努力

翻译：

xAi 表示：x 张 Ai 已被打出（即不在牌山也不在手牌

中。A、B、C 表示牌型，i 表示数字）

qAi 表示：有一张手牌 Ai

R 表示：手牌的牌型小于等于 2

W 表示：和牌

……



翻译与形式化

四川麻将与和牌——一个形式化努力

一些前提：

qA1 ∧ qA2 ∧ qA3 ∧ qA7 ∧ qA8 ∧ qA9 ∧ qC4 ∧ qC5 ∧

qC5 ∧ qC5 ∧ qC6 ∧ qC7 ∧ qC8

3C4 ∧ 1C5 ∧ 3C6 ∧ 4C9

((. . . ) ∨ · · · ∨ (. . . ))→ R→ W

……



翻译与形式化

四川麻将与和牌——该形式化的一些问题

自然语言中隐含的规则：麻将中每种牌型有 4 张。形
式化中，所有必要的前提都要显式地写出（否则形式

化的推理往往不是有效的）

命题逻辑中的命题无法承载复杂的语义，如数量。我

们可以用更多的基本命题……



翻译与形式化

为了批量引入基本命题符号，批量定义对它们的翻译。我

们可以约定一个“下标系统”（index system）：

我们用 P[X1, . . . , Xn] 表示所有以 n 元组 (x1, . . . , xn)

（其中每个 xi ∈ Xi）为下标的基本命题符号组成的集合。

这里，Xi 是下标集合。[X1, . . . , Xn] 是下标集的序列

（array）。

我们约定一些下标集：

自然是 n 表示下标集 {1, . . . , n}

N 表示自然数集



翻译与形式化

为了批量引入基本命题符号，批量定义对它们的翻译。我

们可以约定一个“下标系统”（index system）：

我们也可以像这样自定义下标集合：

P[N, {A, B,C}, 9, 4, {东,南,西,北,山,池}]

在规定如何批量翻译的时候，需要指定一些变元，例：

Pi.N,X.{A,B,C}, j.9,k.4,Y.{东,南,西,北,山,池} 表示“在牌局进行到第 i

步时，第 k 张 X j 牌在 Y 这个位置”



翻译与形式化

在形式化的时候，可能也需要表示一批公式。为此可

能要用到多个同一种类的变元我们可以给变元加下标

以示区分。例如，我们可以说：对任意

i,Y, X1, . . . , X5, j1, . . . , j5, k1, . . . , k14（且 k1,k2,k3 两两不

同，……，k13¬k14），我们有前提：

(Pi,X1, j1,k1,Y ∧ Pi,X1, j1,k2,Y ∧ Pi,X1, j1,k3,Y ∧ · · · ∧ Pi,X4, j4,k10,Y

∧Pi,X4, j4,k11,Y∧Pi,X4, j4,k12,Y∧Pi,X5, j5,k13,Y∧Pi,X5, j5,k14,Y)→ W东



翻译与形式化

3x3 数独求解更完整的形式化



练习与讨论

计算并构造下列公式的真值表

1 (p→ q) ∨ (q→ p)

2
(
(p ∨ ¬q) ∧ r

)↔ (¬(p ∧ r) ∨ q
)



练习与讨论

不考虑括号省略规则，利用真值表分析通过在不同的位置

插入括号，下面的符号串可以被解释为那几个不同义的命

题逻辑公式？

¬p→ q ∨ r



练习与讨论

利用真值表判断下面两个判断是否成立

¬p→ (q ∨ r),¬q ⊨ p ∧ r

¬p→ (q ∨ r),¬q ⊨ p ∨ r



练习与讨论

利用真值表判断下面两个判断是否成立

p→ (q ∧ r),¬q ⊨ ¬p

p→ (q ∨ r),¬q ⊨ ¬p



练习与讨论

给出下列公式的真值表

(p ∨ q) ∨ ¬(p ∨ (q ∧ r)
)

(
p→ (q→ r)

)→ ((p→ q)→ (p→ r)
)

(
(p↔ q) ∧ (¬q→ r)

)↔ (¬(p↔ r)→ q
)



练习与讨论

我没称两个公式 φ 和 ψ 是 逻辑等价的 （logically
equivalent，记作 φ ⊨ ⊨ψ），当且仅当 φ ⊨ ψ 且 ψ ⊨ φ。利用真

值表判断下面的公式对是否是逻辑等价的。

¬(φ→ ψ) 和 φ ∨ ¬ψ

¬(φ→ ψ) 和 φ ∧ ¬ψ



练习与讨论 *

一个含有 n 个命题符号的命题逻辑公式的真值表可以看作

是一个 n 元函数。

例

假设 α =
(
(¬p) ∨ q

)→ r，定义 Bα 函数，满足对每个赋值

V 都有

Bα(V(p),V(q),V(r)) = V(α)



练习与讨论 *

1 函数 Bα 的定义域是什么？

2 是否存在不同的公式 α, β 使得 Bα 和 Bβ 是相同的函数

3 考虑至多含有 n 个命题符号的公式 α，有多少不同的

Bα？
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