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前情回顾

马丁-洛夫测试与马丁-洛夫随机

马丁-洛夫随机与 1-随机等价

通用马丁-洛夫测试

索罗维测试与索罗维随机



鞅与上鞅

定义

令 d : 2<ω → R≥0 是以大于等于 0 的实数为值域的函数。

我们称 d 是一个 鞅 （martingale），当且仅当对任意 σ
有

d(σ) =
d(σ0) + d(σ1)

2

我们称 d 是一个 上鞅 （supermartingale），当且仅当

d(σ) ≥ d(σ0) + d(σ1)
2



鞅与上鞅

定义

我们称一个（上）鞅 d 在序列 Z ∈ 2ω 上 获胜 ，当且

仅当

sup
n∈N

d(Z ↾ n) = ∞

定义（上）鞅 d 的 获胜集 为

S [d] =
{
A ∈ 2ω : d 在 A 上获胜

}



鞅与上鞅

事实

假设 d 是一个（上）鞅，r ∈ R+ 是正实数，且函数

f : 2<ω → R≥0 满足 f = r · d （即：对所有 σ ∈ 2<ω，有

f (σ) = r · d(σ)），那么 f 是一个（上）鞅，且

S [d] = S [ f ]。

若 d0, d1, · · · 是（上）鞅，并且
∑

n dn(∅) < ∞，则 ∑n dn

（即函数 d，d(σ) =
∑

n dn(σ)）也是（上）鞅。



鞅与上鞅

引理

假设 d 是一个（上）鞅。

1 对任意 σ ∈ 2<ω、任意由 σ 的 尾节延伸 组成的无前束

集合 S ，都有

∑
τ∈S

2−|τ|d(τ) ≤ 2−|σ|d(σ)

2 令 Ed
k =
{
σ : d(σ) ≥ k

}
，则 λ([[Ed

k ]]≺) ≤ d(∅)/k。



鞅与上鞅

定义

我们称一个（上）鞅是 c.e. 的 ，当且仅当它的值是统一
地左 c.e. 的，即：存在递归函数 p : 2<ω → N，任给

σ ∈ 2<ω，c.e. 集合 Wp(σ) 枚举所有小于 d(σ) 的二进有理数。



鞅与上鞅

定理 (施诺尔)
序列 Z 是马丁-洛夫随机的，当且仅当不存在 c.e. 的（上）
鞅在 Z 上获胜。



鞅与上鞅

事实

对任意 A ⊂ 2ω，λ(A) = 0（即存在开集序列 {Un}n∈N 使得

λUn ≤ 2−n 且 A ⊂ ∩n Un）当且仅当存在（上）鞅 d 使得

A ⊂ S [d]

推论

存在 通用的 （universal）c.e. 鞅 d，即：对任何 c.e. 的鞅
f，都有 S [ f ] ⊂ S [d]。



鞅与上鞅

定义

定义 c.e. 的（上）鞅 d 是 最优的 ，当且仅当对任意 c.e. 的
（上）鞅 f 存在常量 c f，使得对任意 σ ∈ 2<ω，有

c f · d(σ) ≥ f (σ)。



鞅与上鞅

事实

最优的 c.e.（上）鞅都是通用 c.e.（上）鞅

存在最优的递归可枚举上鞅

不存在对所有递归可枚举鞅的能行枚举，不存在最优

的递归可枚举鞅



下期预告

更强的随机性概念
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