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前情回顾

无前束程序存在定理

1-随机：存在 d，任何前段都是 d 随机的

柴廷数 Ω：左 c.e.，Ω ≡T 0′，Ω 是 1-随机的



统计学测试

随机序列必须满足一些统计学性质

例

无穷序列 A 中 1 出现的概率应该和 0 相同，都为 1/2，即

lim
n→∞

∑n
i=0 A(i)

n
=

1
2

但 01010101. . . 显然不是随机的



统计学测试

例 (测试)
令 f : N→ N 是一个严格递增的可计算函数。一般认为，

如果 A“每第 f (i) 位都是 0”，那么 A 不是随机的。我们构

造一个 测试 来排除这样的序列 A。对每个 k，测试是否有

对任意 i ≤ k，A
(
f (i)
)
= 0。如果存在 A

(
f (i)
)
= 1，A 通过测

试 。而随着 k 的增加，如果 A 仍未通过测试，我们就可以

越来越准确地断言 A 不是随机的。



统计学测试

例 (测试)
对每个 k，令

Uk =
⋂
i≤k

[[
{
σ ∈ 2 f (i)+1 : σ

(
f (i)
)
= 0
}
]]≺

若存在 k 使得 A < Uk，则 A 通过测试。如果 A ∈ ⋂k Uk，

则 A 未通过测试，不是随机的。

注意：λ(Uk) = 2−(k+1)，故 λ(
⋂

k Uk) = limk→∞ 2−k−1 = 0



统计学测试

例 (大数定律)
随机序列应该满足大数定律。给定无论多小的正实数 ε，我

们可以设计一个测试，来排除其中 1 的数量占比 ≥ 1/2 + ε

的序列。对 m ∈ N，定义

Cm =
{
σ ∈ 2m+1 :

∑m
i=0 σ(i)
m + 1

≥ 1
2
+ ε
}

对 n ∈ N，定义 Un =
⋃

m≥n[[Cm]]≺。则 A ∈ ⋂n∈NUn

⇔ limn→∞
∑n

i=0 A(i)
n ≥ 1

2 + ε



统计学测试

例 (大数定律)
根据 Hoeffding inequality

λ([[Cm]]≺) ≤ (e−2ε2)m

因而

λ(Un) ≤ (e−2ε2)n

1 − e−2ε2
，

λ(
⋂

n Un) = 0。



马丁-洛夫随机性

回忆：请回忆在康托尔空间中，我们称集合 U ⊂ 2ω 是 开

集 ，当且仅当存在（无前束的）集合 E ⊂ 2<ω ，使得

U = [[E]]≺

定义

称集合 U ⊂ 2ω 是 递归可枚举开集 （c.e. open，或 Σ0
1 集），

当且仅当存在（无前束的）递归可枚举集 E ⊂ 2<ω，使得

U = [[E]]≺。称集合 P 是 余递归可枚举闭集 （co-c.e. closed，
或 Π0

1 集），当且仅当它的补集是递归可枚举开集。



马丁-洛夫随机性

定义

称开集序列 {Un}n∈ω 是 统一地递归可枚举的 ，当且仅当集

合 {⟨n, σ⟩ ∣∣∣ [[σ]] ⊂ Un
}

是递归可枚举的



马丁-洛夫随机性

定义 (马丁-洛夫随机性)

1 令 {Un}n<ω 是统一地递归可枚举的开集序列，并且若对

任意 n 有 λ(Un) ≤ 2−n，则称 {Un}n<ω 是一个 马丁-洛夫
测试 （Martin-Löf test）

2 称序列 Z ∈ 2ω 通过马丁-洛夫测试 {Un}n<ω ，当且仅当

Z <
⋂

n<ωUn；

3 定义 Z ∈ 2ω 是 马丁-洛夫随机的 （Martin-Löf
random），当且仅当 Z 通过所有的马丁-洛夫测试。



马丁-洛夫随机性

注意：

马丁-洛夫测试定义中的有关能行性的限制是必要的，
否则所有序列都不是随机的：令 Z ∈ 2ω 是任意序列，

{[[Z ↾ n]]}n 本身就是一个开集序列。

可以减弱定义中关于 λ(Un) ≤ 2−n 的要求：存在以正有

理数为值域的递归函数 f : N→ Q+，且

limn→∞ f (n) = 0，使得对任意 n ∈ N，有 λ(Un) ≤ f (n)

也可以增加要求：U0 ⊃ U1 ⊃ · · ·



马丁-洛夫随机性

例

假设 Z ∈ 2ω 是可计算的。令 Un = [[Z ↾ n]]。显然，{Un}n<ω
是统一地递归可枚举的，并且 λ(Un) ≤ 2−n。

所以可计算的序列都不是马丁-洛夫随机的
注意：前面的例子已经表明，马丁-洛夫随机的序列都满足
大数定律，并且不存在一个严格递增的可计算函数能只挑

出 0 的位置



马丁-洛夫随机性

引理

M 是无前束程序。对 k ∈ N，令 S k =
{
σ : KM(σ) ≤ |σ| − k

}
，

即 M-k-可压缩的字符串组成的集合，则

1 λ([[S k]]≺) ≤ 2−kλ([[dom M]]≺)；

2 对 k ∈ N，λ([[S k]]≺) 可以统一图灵归约于 λ([[dom M]]≺)。



马丁-洛夫随机性

定理

序列 Z 是马丁-洛夫随机的，当且仅当 Z 是 1-随机的。



马丁-洛夫随机性

定义

我们称一个马丁-洛夫测试 {Un}n∈ω 是 通用的马丁-洛夫测
试 ，当且仅当对任意马丁-洛夫测试 {Vn}n∈ω，都有⋂

n Vn ⊂
⋂

n Un。



马丁-洛夫随机性

定理

存在通用马丁-洛夫测试



马丁-洛夫随机性

假设 {Un}n∈N 是一个通用的马丁-洛夫测试，那么 2ω \⋂n Un

就是所有马丁-洛夫随机序列组成的集合

推论

令 MLR 是所有马丁-洛夫随机序列组成的集合，则 MLR 是
一个 Σ0

2 类，并且 λ(MLR) = 1。



索罗维随机性

定义 (索罗维随机性)

令 {S n}n∈N 是统一地递归可枚举的开集序列，并且满足∑
n∈N λ(S n) < ∞，则称 {S n}n∈N 是一个 索罗维测试 。

我们称序列 Z 是 索罗维随机的 ，当且仅当对每个索

罗维测试 {S n}n∈N，至多存在有穷个 S n 包含 Z。



索罗维随机性

定理

Z 是索罗维随机的，当且仅当 Z 是马丁-洛夫随机的



下期预告

基于不可预测的随机性概念
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