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前情回顾

柯尔莫哥洛夫复杂度 C(τ) = CU(τ)

C(τ) 可以被“自上而下”可计算地逼近

对部分可计算函数 h，C(h(τ)) ≤ C(τ) + c

C(n) ≤ log n + c



前情回顾

对任意合理的 c.e. 请求集 W，都有程序满足之

对任意 n 总有长度为 n 的 τ 有 C(τ) ≥ n

对任意 n ≥ d，至少存在 2n − 2n−d + 1 个长度为 n 的

d-C-随机 01 串



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

直观上我们认为字符串 στ 所含的信息量不应超过 σ 和 τ

的信息量之和，从后者似乎很容易得到前者。因此，我们

希望存在常量 c，使得对任意字符串 σ 和 τ，都有

C(στ) ≤ C(σ) +C(τ) + c



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

定理

对任意 d ∈ N，存在足够长的字符串 µ，使得 C(µ) ≥ |µ|，并

且对所有这样的 µ，存在 σ ≺ µ，使得 µ = στ，且

C(µ) > C(σ) +C(τ) + d

我们先证明后面的引理



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

引理

存在常量 cM ∈ N，对任意 k ∈ N、任意足够长的字符串 µ

（更准确地说，我们要求其长度不小于 2k+cM+1 + k + cM + 1），

都存在 σ ≺ µ，使得 C(σ) < |σ| − k。



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

定理

对任意 d ∈ N，存在足够长的字符串 µ，使得 C(µ) ≥ |µ|，并

且对所有这样的 µ，存在 σ ≺ µ，使得 µ = στ，且

C(µ) > C(σ) +C(τ) + d

故 C(στ) ≤ C(σ) +C(τ) + c 未必成立



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

事实

存在常量 c 使得，对所有 σ, τ ∈ 2<ω 有

C(στ) ≤ C(σ, τ) + c

因而，不存在 c 使得 C(σ, τ) ≤ C(σ) +C(τ) + c 总成立。



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

直观：上述定理中，我们在还原 σ 的时候投机取巧地使用

了它的一个子字符串 ρ 的长度信息 |ρ|，并将两者连接成 σ。

而在试图还原 µ 的时候，我们并不能从 µ 的两个子段 σ 和

τ 的描述 ρ 和 τ 的首尾连接 µ∗ = ρτ 中读取必要的信息，因

为我们并不知道应该在哪里截断 µ∗



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

事实

存在常量 c，使得对所有 σ, τ ∈ 2<ω 有

C(σ, τ) ≤ C(σ) +C(τ) + 2 log C(σ) + c

因而，也有 c 使得

C(στ) ≤ C(σ) +C(τ) + 2 log C(σ) + c

总成立



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

对字符串 σ，τ，定义 σ 相对于 τ 的柯尔莫哥洛夫复杂度

C(σ|τ) = min
{|µ| : U τ̄(µ) = σ

}
其中 U τ̄ 表示把有穷字符串 τ̄ = τ0τ0 . . . τ|τ|−1τ|τ|−101 作为信

息源的通用程序



相对柯尔莫哥洛夫复杂度

之所以用 τ̄ 而不是直接用 τ 作为信息源，是因为 τ̄ 可以告

诉我们在一条无穷长的纸带上有效的信息源在哪里结束。

例

我们希望 C(σ|σ) 是一个常量，但

min{|µ| : Uσ(µ) = σ
}

会随着 σ 的增长而增长



C 的递归论性质

事实

1 C ≤wtt 0′

2 B =
{
σ ∈ 2<ω

∣∣∣ C(σ) < |σ|} 是单集并且是 wtt-完全的
（0′ ≤wtt B）

3 C 不是可计算的



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

回顾

定义

我们称集合 A ⊂ 2<ω 是 无前束的 ，当且仅当 A 中的任何

字符串都不是 A 中其他字符串的前段，即：对任意 σ，

τ ∈ A，若 σ , τ，则 σ|τ。



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

例

2n =
{
σ ∈ 2<ω

∣∣∣ |σ| = n
}

{0, 10, 110, 1110, . . . }{
τ̄
∣∣∣ τ ∈ 2<ω

}



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

我们称一个程序 / 图灵机 / 部分函数 M 是 无前束的 ，当

且仅当它的定义域
{
σ
∣∣∣ M(σ) ↓ } 是无前束的字符串集合。

例

不存在无前束程序 M，使得对每个 τ ∈ 2<ω 有

M(τ) = |τ|

存在无前束程序 M，使得对任意字符串 τ 都有

M(τ̄) = |τ|。



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

定理

存在对所有无前束程序的能行枚举
{
Ψe
}
e∈N，因而存在通用

无前束程序 Upf，使得

Upf(1 · · · 1︸︷︷︸
e个

0σ) = Ψe(σ)



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

对任意字符串 σ，定义 σ的无前束柯尔莫哥洛夫复杂度为

K(σ) = KUpf(σ) = CUpf(σ)

类似地，我们也可以定义 τ 相对于 σ 的无前束柯尔莫哥洛

夫复杂度 为

K(τ|σ) = min
{|µ| ∣∣∣ (Upf)σ̄(µ) = τ

}



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

记法

当 M 是无前束程序时，我们往往使用 KM(σ) 代替

CM(σ)，以强调该解压缩程序是无前束的。

对每个字符串 σ，我们定义 σ∗ 为它最小的无前束描

述。即：最左边的 τ 满足

Upf(τ) = σ 且 |τ| = K(σ)



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

无前束柯尔莫哥洛夫复杂度 K 修复了 C 的问题

事实

存在常量 c，对任意 τ1, τ2 ∈ 2<ω

K(τ1, τ2) ≤ K(τ1) + K(τ2) + c



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

显然，对任何字符串 σ，C(σ) ≤ K(σ)。虽然 K 函数对 01
串复杂度的估值比 C 函数更大，但仍然符合直观

事实

如果 h : 2<ω → 2<ω 是可计算的，那么，存在常量 c 对任意

字符串 σ，有 K
(
h(σ)
) ≤ K(σ) + c。



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

K 函数的上界也并不很远

事实

存在常量 c，对任意字符串 σ，有

K(σ) ≤ 2|σ| + c



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

类似柯尔莫哥洛夫复杂度，我们可以利用这个上界来定义

对无前束柯尔莫哥洛夫复杂度“自上而下”的能行逼近。

Ks(σ) = min
({|τ| ∣∣∣ Upf

s (τ) ↓= σ} ∪ {2|σ| + c}
)

注意：〈s, σ〉 7→ Ks(σ) 是可计算的，K(σ) ≤ Ks+1(σ) ≤ Ks(σ)，

并且 K(σ) = lims→∞ Ks(σ)



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

我们尝试给出一个 K 函数更“紧”的上界

事实

存在常量 c1, c2 ∈ N，对任意字符串 σ，都有

K(σ) ≤ K(|σ|) + |σ| + c1 ≤ 2 log |σ| + |σ| + c2。



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

下面的“数数”事实表明，上述上界已经足够“紧”了

事实

对任意自然数 d 存在字符串 σ，它的无前束柯尔莫哥洛夫

复杂度

K(σ) > |σ| + log |σ| + d



无前束柯尔莫哥洛夫复杂度

记法 (柴廷数（Chaitin’s constant）)

Ω = λ([[dom Upf]]≺)



习题

存在常量 c1，c2，使得对任意字符串 σ，有

C(σ∗C |σ) ≤ C
(
C(σ)|σ) + c1，而

C
(
C(σ)|σ) ≤ C(σ∗C |σ) + c2。

2.2.10



下期预告

无前束程序存在定理

1-随机
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