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前情回顾

Friedberg-Muchnik Theorem

Sacks Splitting Theorem



随机性概念的对象

定理 (无穷猴子定理 (Borel, 1913))
一只猴子随机击打键盘，在无穷时间内一定会打出任何一

部著作，例如莎士比亚全集。

随机性概念的对象：无穷 01 序列



康托尔空间

定义 (康托尔空间)

对任意有穷 01 字符串 σ ∈ 2<ω，定义 柱集 （cylinder）

[[σ]] =
{
Z ∈ 2ω

∣∣∣ y ≺ Z
}

对一集 01 字符串 E ⊂ 2<ω，定义

[[E]]≺ =
⋃{

[[σ]]
∣∣∣ σ ∈ E

}
=
{
Z ∈ 2ω

∣∣∣ ∃σ ∈ E(σ ≺ Z)
}



康托尔空间

定义 (康托尔空间)

定义 康托尔空间 为 2ω 上的以所有柱集为拓扑基的拓

扑空间。即 U ⊂ 2ω 是 开集 （或 Σ0
1 集），当且仅当存

在 E ⊂ 2<ω 使得，U = [[E]]≺

称 P ⊂ 2ω 是 闭集 （或 Π0
1 集），当且仅当 2ω \ P 是开

集



康托尔空间

定义

我们称集合 E ⊂ 2<ω 是 无前束的 （prefix-free），当且仅当
∀σ, τ ∈ E (σ , τ→ σ|τ)

事实

U ⊂ 2ω 是开集，当且仅当存在无前束的 E ⊂ 2<ω 使得

U = [[E]]≺



康托尔空间

事实

康托尔空间是实数序拓扑的闭子拓扑（康托尔集）

康托尔空间是无穷个 {0, 1} 上离散空间的乘积空间

{0, 1}ω



康托尔空间

事实

在康托尔空间中，每个柱集 [[σ]] 都是既开又闭的

康托尔空间和每个柱集子空间都是紧致的，即每个开

覆盖都存在有穷子覆盖 （紧空间的闭子空间是紧的或

Tychonoff 定理）

定义

给定 A ⊂ 2ω，我们称开集族 U 是 A 的一个 开覆盖 ，当且

仅当 A ⊂ ⋃U



康托尔空间

事实

对 2<ω 的子树 B，Paths(B) =
{
Z ∈ 2ω

∣∣∣ Z 是 B 中路径
}

是闭集

如果 P ⊂ 2ω 是闭的，那么 TP =
{
σ
∣∣∣ [[σ]] ∩ P , ∅} 是一

棵没有死枝的树，并且 Paths(TP) = P

如果 B 是一棵没有死枝的树，那么 B = TPaths(B)



康托尔空间

对开集 U ⊂ 2ω，令 P = 2ω \ U，定义

AU = 2<ω \ TP =
{
σ
∣∣∣ [[σ]] ⊂ U

}
事实

如果 U 是开集，那么 AU 是一个理想：若 σ ∈ AU 且

σ ≺ τ，则 τ ∈ AU；若 σ0, σ1 ∈ AU，则 σ ∈ AU

如果 I 是满足上述条件的 01 字符串理想，那么
I = A[[I]]≺



康托尔空间

事实

X ⊂ 2ω 是既开又闭的，当且仅当存在有穷的 F ⊂ 2<ω，使

得 X = [[F]]≺



康托尔空间

在康托尔空间上有一个自然的 测度 （measure）：

对 σ ∈ 2<ω，定义 λ([[σ]]) = 2−|σ|

对开集 U = [[E]]≺，其中 E 是无前束字符串集，定义

λ(U) =
∑
σ∈E λ([[σ]])

定义闭集 2ω \ U 的测度 λ(2ω \ U) = 1 − λ(U)



随机性概念的刻画

三类刻画

基于不可压缩性的刻画

基于统计学测试的刻画

基于不可预测性的刻画



柯尔莫哥洛夫复杂度

接下来，我们试图谈论一个有穷 01字符串是否是“随机的”



柯尔莫哥洛夫复杂度

例 (压缩与解压缩)
一个非常大，却可以用很少的空间描述的数

1 0 · · · 0︸︷︷︸
101000个

1

我们称以 01 串为输入和（可能的）输出的图灵机（或部分
递归函数）M : 2<ω → 2<ω 是一个 解压缩程序 。对任意 01
串 σ 和 τ，如果 M(σ) = τ，称 σ 是 τ 的一个 M 描述 ，

即 M 将 σ 还原为 τ 。



柯尔莫哥洛夫复杂度

例 (压缩与解压缩)
一个非常大，却可以用很少的空间描述的数

1 0 · · · 0︸︷︷︸
101000个

1

我们称以 01 串为输入和（可能的）输出的图灵机（或部分
递归函数）M : 2<ω → 2<ω 是一个 解压缩程序 。对任意 01
串 σ 和 τ，如果 M(σ) = τ，称 σ 是 τ 的一个 M 描述 ，

即 M 将 σ 还原为 τ 。



柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

给定解压缩程序 M : 2<ω → 2<ω，我们定义 01 串 τ 在 M 下

的柯尔莫哥洛夫复杂度 （Kolmogorov complexity）为

CM(τ) = min{|σ| : M(σ) = τ}，

即被解压缩后能够还原为 τ 的最短的 01 串 σ 的长度。



柯尔莫哥洛夫复杂度

注意：

如果 τ < ran M，那么 CM(τ) = ∞

柯尔莫哥洛夫复杂度 CM 受 M 的选取影响过大



柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

通用解压缩程序 我们称 U : 2<ω → 2<ω 是 通用程序 ，当且

仅当对任意程序 M : 2<ω → 2<ω 都存在固定的 01 串 ρM，

使得对任意 01 串 σ，都有

U(ρMσ) = M(σ)

此时，我们称 ρM 是 M 的 编码串 ，|ρM | 是 M 在 U 中

的 编码常量



柯尔莫哥洛夫复杂度

事实

每个通用程序 U 都是 最优的 。即对任意可能的程序

M : 2<ω → 2<ω 都存在其编码常量 cM，使得

∀τ∀σ[M(σ) = τ→ ∃θ(U(θ) = τ ∧ |θ| ≤ |σ| + cM
)]
。

即存在一个常量 cM，使得对任意字符串 τ，都有

CU(τ) ≤ CM(τ) + cM。



柯尔莫哥洛夫复杂度

事实

存在通用程序

证明.
令
{
Φe
}
e∈N 是对所有程序的可计算枚举。可以编写程序 U

使得，对任意 e ∈ N，任意 σ ∈ 2<ω，

U(0 · · · 0︸︷︷︸
e个

1σ) = Φe(σ)。



柯尔莫哥洛夫复杂度

接下来，我们固定一个通用程序 U

定义

对任意 01 串 τ，定义 τ 的 柯尔莫哥洛夫复杂度 为

C(τ) = CU(τ)。

注意：考虑到存在等同程序 Mid(σ) = σ，C 在所有 01 串上
都有有穷值



柯尔莫哥洛夫复杂度

事实

存在常量 c1, c2, c3，使得对任意字符串 τ，都有

C(τ) ≤ |τ| + c1；

C(ττ) ≤ C(τ) + c2；

C
(
h(τ)
) ≤ C(τ) + c3，其中 h : 2<ω → 2<ω 是一个部分可

计算函数。



柯尔莫哥洛夫复杂度

C(τ) ≤ |τ| + cid（我们固定等同程序在 U 中的编码常数为

cid，根据通用程序的选取，亦可固定为 1）告诉我们 C(|τ|)

的一个粗略的上界，由此我们可以给出 C 函数一个“自上

而下”的可计算逼近：对任意 τ ∈ 2<ω、自然数 s ∈ N，定义

Cs(τ) = min
({|σ| : Us(σ) ↓= τ} ∪ {|τ| + cid}

)
显然，C(τ) ≤ Cs+1(τ) ≤ Cs(τ)，且 C(τ) = lims→∞Cs(τ)。



柯尔莫哥洛夫复杂度

我们称 〈n, τ〉 ∈ N × 2<ω 是一个 压缩请求

定理 (压缩程序存在)
令 W 是一个 c.e. 的压缩请求集。并且对任意 n，至多有 2n

个 τ ∈ 2<ω 使得 〈n, τ〉 ∈ W。那么存在一个程序 M 使得对任

意 n, τ

〈n, τ〉 ∈ W ↔ ∃σ (|σ| = n ∧ M(σ) = τ)



柯尔莫哥洛夫复杂度

回忆：自然数与 01 串的对应：我们把 σ ∈ 2<ω 等同于自然

数 n 使得 n + 1 的二进制表示是 σ1

例

number(∅) = 0

number(〈0〉) = 1

number(1100) = (20 + 21 + 24) − 1 = 18

string(12) = string(20 + 22 + 23 − 1) = 101



柯尔莫哥洛夫复杂度

定义

log n = max
{
k ∈ N

∣∣∣ 2k ≤ n
}

用 log2 n 表示实数值的 log 函数，则

log n = blog2 nc

n/2 ≤ 2log n ≤ n

若 σ = string(n)，则 |σ| = log(n + 1)



柯尔莫哥洛夫复杂度

接下来，我们直接将自然数 n 等同于 string(n)。由此，存在

常量 c 使得

C(n) ≤ log n + c



柯尔莫哥洛夫复杂度

对任意 01 串 τ，假设 C(τ) = n，那么，总存在最左边的

（即 <L 下最小的）σ ∈ 2n，使得 U(σ) = τ，我们将其记作

τ∗C

直观上它是 τ“最小”的 U 描述。



柯尔莫哥洛夫复杂度

给定一个能行可计算的 01 串有序对的编码 〈σ, τ〉 7→ µ，我
们用 C(σ, τ) 表示 C(〈σ, τ〉)

事实

存在常量 c，对任意 01 串 τ，有

C
(
τ,C(τ)

) ≤ C(τ∗C) + c



柯尔莫哥洛夫复杂度

尝试定义有穷字符串的某种随机程度

定义

令 d ∈ N 是一个常量。我们称 01 串 τ 是 d-C-随机的 ，当
且仅当

C(τ) ≥ |τ| − d

显然，有穷字符串的“是否随机”与通用程序的选取相关



柯尔莫哥洛夫复杂度

可以证明，“随机的”字符串很多

事实

对任意自然数 n，存在字符串 τ，满足 |τ| = n 且

C(τ) ≥ n。

给定 d ∈ N。对任意 n ∈ N，存在至少 2n − 2n−d + 1 个

长度为 n 的 d-C-随机字符串。



柯尔莫哥洛夫复杂度

例

我们称字符串 σ 是 半随机的 ，当且仅当 C(σ) ≥ |σ|2 。根据

前述事实，对任意自然数 n，长度为 n 的半随机字符串的

个数超过 2n(1− 2−
n
2 )。也就是说，当 n 越来越大的时候，几

乎所有或更准确地说，占比 (1 − 2−
n
2 ) 的长度为 n 的字符串

都是半随机的。



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

直观上我们认为字符串 στ 所含的信息量不应超过 σ 和 τ

的信息量之和，从后者似乎很容易得到前者。因此，我们

希望存在常量 c，使得对任意字符串 σ 和 τ，都有

C(στ) ≤ C(σ) +C(τ) + c



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

定理

对任意 d ∈ N，存在足够长的字符串 µ，使得 C(µ) ≥ |µ|，并

且对所有这样的 µ，存在 σ ≺ µ，使得 µ = στ，且

C(µ) > C(σ) +C(τ) + d

我们先证明后面的引理



柯尔莫哥洛夫复杂度的问题

引理

存在常量 cM ∈ N，对任意 k ∈ N、任意足够长的字符串 µ

（更准确地说，我们要求其长度不小于 2k+cM+1 + k + cM + 1），

都存在 σ ≺ µ，使得 C(σ) < |σ| − k。



习题

(*)康托尔空间是无穷个 {0, 1} 上离散空间的乘积空间
{0, 1}ω

1.8.7*, 1.8.8*

2.1.3 （不能再压缩）, 2.1.4 - 2.1.7

2.1.17, 2.1.19



下期预告

相对柯尔莫哥洛夫复杂度

无前束柯尔莫哥洛夫复杂度
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